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Monte Carlo

Simulacni metoda zalozena na uziti stochastickych
procesl a generace nahodnych cisel.

Typy MC simulaci

a) Geometrické MC (DLA, nahodné prochazky,
perkolace, celularni automaty, ...)

b) MC integrace

c) Termodynamické MC (Isingtiv model,...)

d) Modelovani vyvoje na strukturalni Urovni

e) Vypocet kinetickych koeficientd (KMC)

f) etc.




Isinglv model
1 Ising ({S}) ——] Z SiSj —h Zsi
(i) i

Motivovan studiem fazovych
prechodu a kritickych jevu

Uziva se popis pomoci
magnetickych veliCin




Isingtiv model

Historie

1920 formulace W. Lenz

1925 vyresen Isingem v 1D

1944 exaktni reSeni v 2D bez vnéjsiho pole — Onsager
1989 exaktni reSeni v 2D s vnejSim polem

3D

Neni exaktni reseni jen aproximativni analytické reseni nebo

numerické simulace.



Isingtv model
1 Ising ({S}) ——] Z SiSj —h Zsi
(i) !

otazky:

Existuje fazovy prechod
a kritické chovani?

Je to skutecne model
magnetika ?




Fazove prechody a kriticke jevy

makroskopicky popis

» charakteristiky latky: hustota
hmoty, magnetizace, polarizace,
koncentrace komponent etc.

= zavislost uvedenych stavovych
parametrd na vnéjSich
podminkach: teplota, tlak, magn.
pole, etc.

» faze: homogenni oblast s
danymi charakteristikami
(kapalina, plyn, feromagnet)

» parametr usporadani =
veliCina urcujici fazi

charakteristiky jsou obvykle
jednoznacné urCeny ALE ne vzdy

v kritickém bodé mizi
moznost vybéru faze
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http://en.wikipedia.org/wiki/Critical_point_%28thermodynamics%29



Fazove prechody a kriticke jevy

experiment S etanem

v kritickem bode mizi | 1: Subcritical ethane, liquid and gas phase coexist
moznost vybéru faze | 2: Critical point, opalescence
3: Supercritical ethane, fluidLt

Sven Horstmann, "Theoretische und experimentelle Untersuchungen zum Hochdruckphasengleichgewichtsverhalten
fluider Stoffgemische fur die Erweiterung der PSRK-Gruppenbeitragszustandsgleichung”, Doktorarbeit, C.-v.-O.
Universitat Oldenburg, 2000


http://en.wikipedia.org/wiki/Critical_point_%28thermodynamics%29#cite_note-1

Fazove prechody a kriticke jevy
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Experimentalni vysledky pro kriticke jevy:

mocninna divergence
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Experimentalni vysledky — kriticke exponenty

Termo jqnamfc ée/ V/asfnosf/‘

a ) ex gonen#q__

1) S,ur.fff,,lr/.; hf,/o : 70 Fe
e{/r,oohenf A, Og
(h=0) " ) j 60
(;: ( " 7(-) / T> IC | 50
O o~ , | o
N (T-Tt Tl =
(‘ (‘[ 1 ) ' ) Ic T (°k)

Specific heat of iron vs temperature

from l.edeman et al. (1974), Fig, 2.
2) Parametr us/oar"a'dm’m’ ("Idgn&""““)
é)zloahen’l‘ ﬂ,
m(T)7/7m(Q)
(h=0) '
,\\
) B e
m(T)~(T-T) 71 ;
N
\
i s
996 “Teos | Tooe /T

Magnetization vs temrerature of single crystal

YFeOj for T very :luse to Fe. A small field
h is applied. Curves a, b, ¢ are taken at
h.= 38 0e; 210 Oe ary 460 Oc

, respectively,
extrapolation to h=0,

Corodebsky of al, (1966)

The broken line is th
(Data taken from ¢
Fig: 1;]

3) furee f Fbrtta
a,(/),ﬁnan/ r
(h=0)
_ =7
/,44 (T~ ){ >,

7‘”\A\ {r&ﬁr)‘f" r<T

a™)

) kriticks 120 ferma
ALY on‘.l\./‘ r:

‘Jam»;c*r f/gﬁa;&”dﬁn’ ‘/‘Uéo 4,1((

po& h pr?’ r‘C

1/
o

5) korebecne dunkce
%/ooneun/‘ ,Z

(h=0, T=T,)

4

G(k ~ e
) rd—zi"?

€) wore licn’ deétha
(h=1)

C)(fwnu oy

Y O3 PN
\
\
0.0l y=1.28 + 0.03
0.006
0.003
\\
()0 N TS S 05 3 NN 719 i SO |
08 1 2 34 6810 20
T 1Pic )

Temperature
ceptibility of nickel,
(1965),

Int

dependence of the magnetic su
(Taken from S. Arajs
Fig. 3.]

=4 +F.
encite roaphle 7:"' P

T:»v G . (¢ fovierova fransd 6()(,‘
3 k %
‘()5 S —— N S
-
&
%]
Z
w
[
= ok
(% | o
w
nd
w
[
=
<t
O
(%8}
10?
bl B e N ]
2 3 4 5 6 7 8 9
SCATTERING ANGLE IN DEGREES

Neutron scattering inlensity vs scattering
angle (which is proportional to the momentum
transfer) in FFe at T slightly above L.
(Taken from Passell et al, (1965), Fig, 9.)



Termodynamické Monte Carlo

Cil: vypocet termodynamickych vlastnosti, napr. stredni hodnotu energie etc.

Systém popsan: klasickym hamiltonianem H a stavy A s rozdélenim mt(A)

7 (A)= exp[—ﬂH A]/z, Z:jn (A) DA

Stredni hodnota:
)= X( A) DA
zména miry pro preferenénl vzorkovani: 72'( = exp[ S H A)]—
X (A)z(A) : ‘
(X)=| p(A) DA POTREBUJEME
P ( A) PREFERENCNI VZORKOVANI
odhad pro MC: pro P(A) = T(A) :

1&X(A)7(A)
<X>an§‘ p(A) nkzi‘x




Jak to vyresit ?

Spravne rozdeéleni pro vzorkovani najdeme pomoci
limitniho Markovova procesu

K tomu potrebujeme znat nahodné (stochasticke)
procesy: vedeéet, kdy existuje tzv. limitni rozdeleni.

Limitni rozdeleni bude kanonicke rozdeleni pokud:
Plati podminka detailni rovnovahy + je slnéna
podminka ergodicity.



Konfigurace Isingova modelu
pro ruzné teploty, hodnota
spinu (+-1) je zobrazena

cernym resp. bilym bodem.

VsSimnéte si velikosti
domeén stejné
orientovanych spinu.
Pro vyvoj v okoli v T je
treba ménit velké domeény.

Rust velikosti domén v
okoli T, téz naznacuje
divergenci pro nekonecny
system v T..

Figure 1.10 As the temperature of the two-dimensional Ising model (see §3.1.1) is in-
creased from near zero (top left). the typical size of the white regions. in which the order
parameter differs from the background value. steadily increases until at a critical tempera-
ture T, the white and black regions on average occupy equal areas (middle right panel).
As the temperature is increased still further. the black and white regions become smaller
and more numerous. generating a pepper-and-salt effect (lower right). The correlation
length ¢ offers a measure of the size of a typical white region. At the critical temperature
§ = oc because the biggest white region contains an infinite number of lattice points. From
top left to bottom right T/T. = 0.97. 0.99. 1. 1.01. 1.06. 1.15. Each square is 512 spins
on a side and periodic boundary conditions have been imposed. The Wolff algorithm (see
§4.6.4) was used to relax the system to thermal equilibrium.



Chceme urcit vlastnosti pripadné srovnat

jinymi modely resp. s experimentem.

PoCitame:

- merneé teplo,

- susceptibilitu,

- spin-spinovou korelacni funkci,
- kritickou teplotu

- kritické exponenty




Vymizeni magnetizace v T.

#lterations: 300"sZe"siZe"size
1.0 = size:50
#easuraments #lterations/2
y=PAT([P2x YR 2 PE)
0.8 -
F1 1.11458 +( 16318
2 226831 =+
—_— Pz 012561 +() 04858
=
b 0.6 - F1 =Amplitude
= P2:=T,
o Fa=fi=1r8
O
— 0.4 4
M
=
v
0.2 -
0.0 - m

r -~ 1 + 1 * T T + T * T * T * T * 1
1.4 1.6 1.8 20 22 24 26 2.8 3.0 3.2

Temperature [J/k.]

http://quantumtheory.physik.unibas.ch/people/bruder/Semesterprojekte2007/p1/index.html



Celkovy algoritmus pro Isingtiv model

volba parametrd
= fyzikalni parametry: J, h, T
= parametry simulace: L, Nigimc » Nemer» Nrun

FORm=1TON. DO | - cyklus pres nezavislé béhy

run

— FOR k=1 TO NtotMC DO | ... MC vypocet

1 MC cyklus = 1 MC krok ,,s kazdym spinem”
IF k mod N;er = 0 THEN  J-té méFeni, J=k/N

stredovani pres behy

— END DO




J-té méreni
pocitané veliCiny: (index J=k/N )

= energie: E(J) = H({s}*)

= magnetizace: I\/I(J)z— Zsk

po N mérenich se pouzije pro vypocet stredni hodnoty <X> pomoci:

<Xn>:%J21X(J)

X=E M



Metropolisova MC simulace spinoveho modelu
1 MC cyklus = 1 MC krok ,s kazdym spinem*”

v k-tém kroku mame konfiguraci S &)

4
5

. vyber uzel I (nahodné nebo sekvencné)

obrat’ spin sus —> § zkus

. SpOCti

AE = H(Szkus ) - H(S )
. generuj nahodneé Cislo uq ;)
. SrOVnej U(O,l) ap-= exp{_ BAE}
Uoy Sp pak Skl =6 zkus
Uoq) > P pak Skt = Gk

Pokud AE<O pak
zmena je vzdy
prijata.

Nemusi se
generovat
nahodné cislo.




Metropolisova MC simulace 2D spinoveho modelu

INTEGER L weltkost hrany mitzky

SPINTYPE s[1..L,1..L] konfigurace s;;; SPINTYPE je typ spinove proménné
REAL u(SPINTYPE s1,s82) funkce vracejict interakéni energii nejblizsich sousedit
INTEGER i, j

INTEGER plus[1..L], minus[1..L] indery sousedi

REAL Uzkus, U

FOR i := 1 TO L-1 DO plus[i] := i+1
plus[L] := 1
FOR i := 2 TO L DO minus[i] := i-1
minus[1] := L

jeden cyklus MC simulace (1 MC krok s kaZdym spinem)
FOR i := 1 TO L DO 1 MC cyklus = 1 MC krok ,,s kazdym spinem
FOR j := 1 TO L DO
zkusebni zména spinu na vrcholu 1
SPINTYPE szkus

\\

szkus := {nov4 nahodnd hodnota}
jindg moznost: szkus := s[i,j] + {maid symetrickd zména}
pro dvoustevowy Isingiv feromagnet staci: szkus := -s[i,j]

vypocet stare a nové energie; soucet pres vsechny nejblizsi sousedy
U := u(s[i,jl,slpluslil,j1) + u(sli,jl,s[minus[il,jl)
+ u(sl[i,jl,sli,plus(j1]) + u(sli,jl,sli,minus[j11)
Uzkus := u(szkus,s[plus[il,jl) + u(szkus,s[minus[i],j])
+ u(szkus,s[i,plus[jl]) + u(szkus,sli,minus[j1])

Metropolisiiv test; k je Boltzmannova konstania
IF rnd() < exp(-(Uzkus-U)/(k*T)) THEN
konfigurace piijata

sli,j] := szkus Nezbeda a kol. Karolinum, Praha 2003




Jak pocitame:
- meérneé teplo,

U=(E)= 2 Aexp[ -fH(A)]/Z,
Z =ZAexp[—ﬁ H(A)]

o o(E) k. ﬂzc’}zlogz
oT o3

merime fluktuace energie

C =k, ,82(<E2>—<E>2)




v_bezrozmérnych jednotkach pocitame:

- meérneé teplo C, = T—12 <E2>—<E>2
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http://quantumtheory.physik.unibas.ch/people/bruder/Semesterprojekte2007/p1/index.html



Uloha p. Brandeijs v bezrozmérnych jednotkach

- susceptibilitu ‘ z=£(<M2>—<M>2)

Graph of Average Magnetic Susceptibility versus Temperature x10™

Systém 40x40

05




Vlastnosti Isingova modelu

V d=2,3 existuje kriticky bod T..

Exaktni vysledek pro dvou-dimenzionalni model
(Onsager)
T.=2J/kg log(1+4/2)=2,269 J/kjg

Pro T < T, ma Isinguv model se zménou H fazovy
prechod prvniho druhu v bode H = 0.

Magnetizace, merné teplo C, a susceptibilita y , ...
maji mocninnou singularitu pri T -> T,




Kriticka teplota T,

znamy vysledek:

Onsager 2D
exaktni T.=2)/kg log(1++2)=2,269 1/k;

Kritickou teplotu urcujeme:

1) pomoci divergence, tj. maxima specifického tepla
resp. susceptibility,

2) pomoci Binderovych kumulantd.




teplotni zavislot susceptibility
pro ruzné velikost systému
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V simulacich maxima menici se s velikosti systemu !




realny material teplotni zavislot susceptibility
slitina Fe + Co pro ruzné velikost systému
Heisenberguv model
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UrcCeni kritické teploty z polohy
maxima susceptibility

T (L)=T,(L=o)+ AL

C

pro Fe %D 1,5



Binder cumulart

Binderuv kumulant

<M4> (0 for T>T
U, =1- =92
3<M2>L 3 for 7' <T,

Figure 3.3.1: Ising 2d square (1000 samples)
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Herrmann ETH 2010




Kritické exponenty pro Isingtv model

exponent | stredni pole | 2 d - Onsager | 3d rozvoj vysoké T
o nespojitost 0 0.119+£ 0.006
G 1/2 1/8 0.326+£ 0.004
¥ 1 7/4 1.2394= 0.003
0 3 15 5
n 1/2 1 0.024+ 0.007
v 0 1/4 0.627+ 0.002

Srovnani Isingiiv model vs. experiment

exponent IM - 3d exper. data - Ni [ exper. data fluid
o 0.1194£ 0.006 0.044 0.12 0.101 - 0.116
G 0.3264 0.004 | 0.3584 0.003 0.316 - 0.327
¥ 1.239+ 0.003 1.334 0.02 1.23 - 1.25
v 0.6274 0.002 0.64=+ 0.1 0.625 4 0.006




Kritické exponenty pro Isinguv model

exponent | stredni pole | 2 d - Onsager | 3d rozvoj vysoké T
0 nespojitost 0 0.1194£ 0.006
15 1/2 1/8 0.3264= 0.004
¥ 1 7/4 1.2394+ 0.003
0 3 15 D
N 1/2 1 0.024+ 0.007
% 0 1/4 0.627+ 0.002

Srovnani Isingtiv model vs. experiment

exponent IM - 3d exper. data - Ni|exper. data fluid
o 0.1194= 0.006 L4+ 1, 12 0.101 - 0.116
1§ 0.3264 0.004 | 0.3584 0.003 0.316 - 0.327
7y 1.2394 0.003 1.334 0.02 1.23-1.25
v 0.6274 0.002 0.64+ 0.1 0.625 £ 0.006

Isinglv model ma kritické chovani

pro prechod para-kapalina




